Densité dans C° des fonctions

continues nulle part dérivables
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Rappel (Théoreme de Baire).
Soit (E,d) un espace métrique complet. Alors

(i) Si (On)nen+ est une suite d’ouverts denses de F, N2, O, est
encore dense dans £

(ii) Si (F,)nen+ est une suite de fermés d’intérieur vide de E, | JS°, F),
est encore d’intérieur vide dans E.

Prop. L’ensemble A des fonctions continues sur [0, 1] qui ne sont dé-
rivables en aucun point contient une intersection dénombrable d’ou-
verts denses.

Démonstration.

BuT : On veut montrer qu'il existe (O;);ey suite d’ouverts denses telle
que Nien O; C A.

Comme (C°([0,1]),]|.]|s) est complet, on aura le résultat.

Soit B = A° I’ensemble des fonctions continues dérivables en au moins
un point de [0,1]. Soit f € B alors il existe z € [0, 1] tel que M
est bornée lorsque h — 0.

Posons, pour n € N*,

Fn = {f € CO([Ov 1]) s dz € [07 1] : Vy € [07 1]7 |f($)—f(y)| S TL|ZL‘—y|}

On a donc B C |2, F,, et nous allons montrer que £, est fermé et
que F, = .

o [ est fermé.
Soit (fx) une suite de F,, qui converge uniformément vers f dans
C°([0,1]). A chaque f correspond x;, € [0, 1] tel que pour tout
y € [0,1], on ait

|fe(y) = fulzr)| < nly — zx.

De la suite (zx) on peut extraire une sous-suite, encore notée
(x), convergeant vers zo € [0, 1]. Soit y € [0, 1].

|f(xo) = fFW)I < [f(@o) — flap) + [ f(2x) — felzn)]
+ felww) = fe@)] + [fr(y) — f(y)]
< 2Uf = felloo + | f(w0) = f(2i)| + n]zr — y]
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Donc f € F,, et F,, est fermé.

P =0.

Pour tout f € F,,, pour tout € > 0, on veut montrer que
B(f.) N F #2.

On a

Fai = {g S CO([()? 1]),Vl’0 S [07 1]>3y S [07 1]7 ’9(330)—9@)‘ > n|x0—y|}.

Comme les polyndémes sont denses dans les fonctions continues,

il existe un polynéme P tel que ||P — f|| < §. Soit N un entier.

On découpe l'intervalle [0,1] en Up—' [%, “!] et on considere la

fonction gg périodique de période % qui sur [0, %] est égale a

go(z) = &— Lo, siﬁﬁxﬁ

o) = Vo, si0<w <y
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Densité dans C° des fonctions continues nulle part dérivables

La fonction go est continue sur [0,1] et dérivable sauf en un
nombre fini de points et aux points ou elle est dérivable, on a
|9)(z)| = <. De plus, sup |go(z)| = <. Posons g = P + go, alors

z€[0,1]

f = dlle < 1If = Plloc + [lg0/lo
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De plus, on a, pour tout z € [0, 1], qu’il existe y € [0, 1] tel que

9(y) = g(@)| = [ l90(y) = go(@)| = |P(y) — P(x)] |

N

> | i v —yl — Mlx—vy| |avec M = sup |P'(z)]
2 —_—— 2€[0,1]
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Posons N tel que SN — M > n, c’est-a-dire N > M On a
donc g € B(f,e) N EE.
O
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